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Resumen 
En este trabajo  se muestra la construcción de una función polinomial de grado n: 
 
                                                             ( )     
             , 
 
dando previamente un conjunto de n puntos                 , los cuales serán puntos fijos de 
dicha función. Este estudio aborda el problema inverso en el caso polinomial; pues en el 
sentido clásico se tiene  a priori  una función; y de allí se hace el estudio sobre la existencia de 
puntos fijos. Además, se estudia el comportamiento de los puntos fijos a través del análisis de 
la estabilidad, a partir del uso de un parámetro. 
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Abstract 
In this paper we show the construction of a polynomial function of degree n: 
 ( )     
             
given previously a set of n points               ,  which will be fixed points of the function. This 
study addresses the inverse problem in polynomial case; in the classical sense because it is a 
priori a function; and hence the study of the existence of fixed points is made. Furthermore the 
behavior of the fixed points is studied through the analysis of the stability  from the use of a 
parameter. 
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1. Introducción 
    El uso del concepto de “punto fijo” de una función tiene múltiples aplicaciones en diversas 
áreas del conocimiento; tanto en ciencias básicas como en ciencias aplicadas.  
Existen en la naturaleza procesos que pueden ser descritos como procesos complejos o 
caóticos y procesos que son simples u ordenados [1]; para los cuales es necesario utilizar 
ciertos conceptos matemáticos para poder estudiarlos. 
Así por ejemplo, los sistemas dinámicos continuos y discretos son una herramienta 
matemática, que permite a través de las ecuaciones diferenciales o ecuaciones en diferencias, 
describir el comportamiento de muchos fenómenos que se dan en economía,  biología, 
química, en el estudio de la variación de las poblaciones, etc [2,3]. 
El determinar los puntos fijos de estos sistemas, es de vital importancia; pues  el 
comportamiento del sistema está en función de lo que ocurre alrededor de estos puntos fijos, 
en el caso que existan. 
Otros fenómenos relacionados con procesos químicos como el intercambio de materia ó 
fenómenos climatológicos [4]; hacen uso de ecuaciones o sistemas de ecuaciones 
diferenciales; en los cuales es necesario en muchos casos conocer el comportamiento 
alrededor de puntos fijos.  
En matemáticas el punto fijo tiene una variedad de aplicaciones, como en la solución de 
ecuaciones no lineales, optimización, ecuaciones diferenciales, etc. Problemas en el campo de 
los celulares autómatas [5], también utilizan el concepto de punto fijo. 
En este trabajo se aborda el estudio del problema inverso en el caso polinomial; pues se da un 
conjunto de n puntos               ; y se construye un polinomio de grado n, el cual tendrá a 
los puntos               como puntos fijos. 
Además, se hace un estudio sobre la naturaleza de dichos puntos fijos; a través del estudio de 
la estabilidad de dichos puntos fijos.   
 
2. Caso Cuadrático 
    En esta sección se obtiene una función cuadrática         que tiene a los puntos  
                  , como puntos fijos dados previamente. 
Dados                    , hallar: 
                                            ( )          , tal que: 
                                           (  )      , 
                                            (  )                                                                                             (1) 
Así: 
                                             ( )     
            
                                             ( )     
                                                                      (2) 
 
Se observa en (2) que se necesita un punto adicional (      ), tal que los puntos:  
(      ) (      ) (      ) sean no colineales; lo cual permitirá determinar  ( ). 
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Por tanto: 
                                                {
   
           
   
           
   
           
                                                             (3) 
 
Matricialmente: 
(
  
    
  
    
  
    
)(
 
 
 
)   (
  
  
  
) 
donde la matriz 
                                                      (
  
    
  
    
  
    
) 
es la matriz de Vandermonde. 
 
Como los puntos           , son diferentes dos a dos, entonces la matriz de Vandermonde M 
es no singular; por tanto el sistema (3) tiene una única solución. 
 
 
                                 Fig. Nro. 1. Función cuadrática: puntos fijos  xo  y  x1. 
 
 
 
 
57                       Franco Rubio y  O. Hernández – Selecciones Matemáticas. 02(01): 54-67 (2015) 
 
Teorema  2.1.   Sean                   . La función cuadrática  ( )    
      , que 
tiene  a          como puntos fijos, verifica: 
                                                      
      
(     )(     )
  ,                                                                 (4) 
                                                       
  (      )          
 
(     )(     )
  ,                                                       (5) 
                                                       
    (      )
(     )(     )
  ,                                                                (6) 
donde (      ) (      ) (      ) son no colineales. 
 
Prueba 
De (3): 
{
   
           
   
           
   
           
 
  (
  
    
  
    
  
    
) 
 
Como M es la matriz de Vandermonde, y como            , son diferentes dos a dos, se tiene: 
                                                    ( )  (     )(     )(     ).                                      (7) 
 
Por tanto, usando la regla de Cramer: 
   
|
     
     
     
|
    ( )
    
      
(     )(     )
 
    
|
  
    
  
    
  
    
|
    ( )
   
  (       )             
 
(     )(     )
 
     
|
  
     
  
     
  
     
|
    ( )
   
    (      )
(     )(     )
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3. Caso Cúbico. 
    Ahora, se obtendrá la función polinómica cúbica que tiene a los puntos                  
          como puntos fijos dados previamente. 
Dados                       , hallar:   ( )    
          , tal que: 
                                                     {
 (  )     
 (  )     
 (  )     
                                                                          (8) 
Luego: 
                                            {
 (  )     
     
           
 (  )     
     
           
 (  )     
     
           
                                             (9) 
Análogo al caso cuadrático, se observa de (9), que se necesita un punto adicional  
(      ), tal que los puntos: (      ) (      ) (      )  (      )  sean  no colineales. 
 
 
                            Fig. Nro. 2.  Función Cúbica: puntos fijos  xo  ,  x1  y  x2. 
 
Por tanto, el sistema de ecuaciones es: 
                                                     
{
 
 
 
    
     
           
   
     
           
   
     
           
   
     
           
                                           (10) 
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donde:  
                        
(
 
 
  
   
    
  
   
     
  
   
    
  
   
        )
 
 
     es la matriz de Vandermonde. 
Teorema  3.1.   Sean                                               . Entonces existe una 
función polinomial cúbica   ( )              , tal que:  
 (  )                      
donde: 
     
 (     )
(     )(     )(     )
 
     
 (     )(         )
(     )(     )(     )
 
  
                              
               
      
    
 
(     )(     )(     )
 
     
        (     )
(     )(     )(     )
 
 
Prueba 
De (10) se tiene: 
{
 
 
 
    
     
           
   
     
           
   
     
           
   
     
           
 
Además: 
                       ( )  (     )(     )(     )(     )(     )(     )                  (11) 
Como                        , de (11) se tiene que     ( )    ; por tanto, el sistema (10) 
tiene una única solución. 
Para resolver el sistema (10), usamos la regla de Cramer; para ello considerar las matrices: 
                             
(
 
 
    
    
    
    
    
    
    
        )
 
 
   ,         
(
 
 
  
      
  
      
  
      
  
          )
 
 
  , 
                            
(
 
 
  
   
    
  
   
    
  
   
    
  
   
        )
 
 
  ,          
(
 
 
  
   
     
  
   
     
  
   
     
  
   
     )
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Por tanto: 
                                                     
    (  )
    ( )
   
 (     )
(     )(     )(     )
 
                                                     
    (  )
    ( )
   
 (     )(         )
(     )(     )(     )
 
                                     
    (  )
    ( )
  
                              
               
      
    
 
(     )(     )(     )
 
                                                      
    (  )
    ( )
   
        (     )
(     )(     )(     )
 
 
4. Caso General 
    En general, dados                              , hallar una función polinómica     , 
tal que tenga a                   , como puntos fijos dados previamente. 
 
Dados                              , hallar: 
                                   ( )      
       
                     , tal que 
                                   (  )                            
Así: 
                     
{
 
 
 (  )       
        
                       
 (  )       
        
                       
                                                                          
 (    )         
          
                           
                                (12) 
De (12) se observa que se necesita un punto adicional (      ), tal que los puntos: (      ) 
(      ) (      )    (          ) (      )  sean  no colineales. 
Por tanto, se obtiene el sistema: 
                                     
{
 
 
 
 
    
        
                       
    
        
                       
                                                    
      
          
                           
    
        
                       
                                 (13) 
 
   (
  
    
          
   
  
   
        
) 
donde M es la matriz de Vandermonde.  Además, se tiene: 
                                                       ( )   ∏ (      )                                                       (14) 
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Teorema  4.1.   Sean                                            . Entonces existe una 
función polinomial   ( )      
       
                     , tal que: 
 (  )                         
 
Prueba 
De (14) se tiene:  
                                                    ( )   ∏ (      )           
 
Como                              , se tiene que     ( )   ; por tanto el sistema (13): 
 
{
 
 
 
 
    
        
                       
    
        
                       
                                                    
      
          
                           
    
        
                       
 
 
tiene una única solución. 
 
Ahora considerar las matrices:  
                                                 (
  
            
   
  
         
)               , 
 
donde la  i-ésima columna esta formada por los términos independientes. Usando la regla de 
Cramer, los coeficientes están dados por: 
 
                                                    
    (  )
    ( )
                                                            (15) 
                   
5. Estabilidad 
    En esta sección se estudiará criterios para la Estabilidad de los puntos fijos en el caso de un 
polinomio de segundo grado. 
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Teorema 5.1.  Sean                           ,   ( )    
      , la función tal que  
 (  )                .  Si                       pequeño, entonces: 
a)      es un punto fijo Atractor. 
b)      es un punto fijo Repelente. 
Además: 
    (  )            
Prueba 
Se tiene la función   ( )          . Completando cuadrados: 
                                       ( )   (    
 
 
   
 
 
)   (    
 
  
)      
  
  
                                (16) 
Como  ( ) es una parábola, entonces de (16), el vértice   (      ), esta dado por: 
                                                 (      )  (
  
  
     
  
  
)                                                        (17) 
Usando (4), (5) y (6), se obtiene: 
                                                      
  
         
                                                                           (18) 
                                                      
        
         
                                                                           (19) 
De (18) y (19): 
                                                           
 
 
                                                                           (20) 
 
                                                          
  
 (         )
                                                              (21) 
 
Por tanto: 
                                           (  )    , y    
 (  )          
 (  )   . 
 
Como     
  
         
  
 
         
, y además       , se concluye que  A > 0.     
Entonces        (  )               
Por tanto,    es un punto fijo Atractor. 
Se sigue que   (  )   ; lo cual implica que   es un punto fijo Repelente. 
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Teorema 5.2.  Sean                           ,   ( )    
      , la función tal que  
 (  )                .  Si                        pequeño, entonces: 
a)      es un punto fijo Atractor. 
b)      es un punto fijo Repelente.                       
Además:       (  )            
Prueba 
Usando (17), el vértice de la parábola   ( )          , es:  
                                                        (      )  (
  
  
     
  
  
). 
Como                        , procediendo en forma análoga al teorema (5.1), se tiene: 
                                                            
 
         
   ,                                                            (22) 
                                                            
        
         
                                                                     (23) 
De (22) y (23): 
                                              
 
 
  ,                 
  
 (         )
 
Como   (  )    , se tiene que 
 (  )   . Para     suficientemente pequeño: 
     (  )   . Por tanto,    es un punto fijo Atractor. 
Se sigue que   (  )   ; lo cual implica que     es un punto fijo Repelente. 
 
Teorema 5.3.  Sean                           ,  ( )    
      , la función tal que  
 (  )                .  Si                        pequeño, entonces: 
a)      es un punto fijo Repelente. 
b)      es un punto fijo Atractor. 
Además:       (  )            
Prueba 
De (17)      
  
  
 , luego: 
                                                          
  
         
                                                                       (24) 
Como       , entonces                       pequeño; así  A < 0. 
Además: 
                                                           
        
         
                                                                      (25) 
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De (24) y (25): 
                                                                    
 
 
                                                                  (26) 
                                                                    
  
 (         )
                                                    (27) 
Como      (  )    , y  por (26) y (27) se tiene     
 (  )   . Por tanto,    es un punto fijo 
Atractor, y     es un punto fijo Repelente. 
Teorema 5.4.  Sean                           ,   ( )    
      , la función tal que  
 (  )                .  Si                         pequeño, entonces: 
a)     es un punto fijo Repelente. 
b)    es un punto fijo Atractor. 
Además:      (  )            
Prueba 
De (17)  se tiene:              
 
 
  ,                  
  
 (          )
                                                                    
Como      (  )    , entonces     
 (  )            
Por tanto,    es un punto fijo Atractor, y     es un punto fijo Repelente. 
 
6. Ejemplos 
6.1.  Dados                      , hallar   ( )    
      , tal que  
         ( )       ( )    , y que       sea un punto fijo Atractor. 
a)  Usando el teorema 5.1, se obtuvieron los siguientes resultados. 
                        
 
COEFICIENTES 
 
 
A 
  
 B 
 
C 
 
0.4762 
 
-0.9048 
 
1.4286 
 
 
  
   
 
  (  ) 
 
Punto Fijo 
 
 
   
 
1 
 
0.0476 
 
Atractor 
 
 
   
 
3 
 
1.9524 
 
Repelente 
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                                    Fig. Nro 3. El vértice se ubica a la izquierda de x0=1.     
b) Usando el teorema 5.2, se obtuvieron los siguientes resultados. 
                        
 
COEFICIENTES 
 
 
A 
  
 B 
 
C 
 
0.5263 
 
-1.1053 
 
1.5789 
 
 
  
   
 
  (  ) 
 
Punto Fijo 
 
 
   
 
1 
 
-0.0526 
 
Atractor 
 
 
   
 
3 
 
2.0526 
 
Repelente 
 
 
 
                                           Fig. Nro 4. El vértice se ubica a la derecha de x0=1.  
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6.2.  Dados                      , hallar   ( )    
      , tal que  
         ( )       ( )    , y que       sea un punto fijo Atractor. 
a) Usando el teorema 5.3, se obtuvieron los siguientes resultados. 
                        
 
COEFICIENTES 
 
 
A 
  
 B 
 
C 
 
-0.5263 
 
3.1053 
 
-1.5789 
 
 
  
   
 
  (  ) 
 
Punto Fijo 
 
 
   
 
1 
 
2.0526 
 
Repelente 
 
 
   
 
3 
 
-0.0526 
 
Atractor 
 
 
 
 
                                          Fig. Nro 5. El vértice se ubica a la izquierda de x1=3. 
b) Usando el teorema 5.4, se obtuvieron los siguientes resultados. 
                        
 
COEFICIENTES 
 
 
A 
  
 B 
 
C 
 
-0.4762 
 
2.9048 
 
-1.4286 
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  (  ) 
 
Punto Fijo 
 
 
   
 
1 
 
1.9524 
 
Repelente 
 
 
   
 
3 
 
0.0476 
 
Atractor 
 
 
 
 
                                          Fig. Nro 6. El vértice se ubica a la derecha de x1=3. 
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